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General representation 

• 𝑌 = 𝜙(𝑊𝑋 + 𝑏), 𝜙 ⋅ : element-wise nonlinear function

𝑋 ∈ ℜ𝑚 𝑊𝑋 + 𝑏 ∈ ℜ𝑛System 1

𝜙(𝑊𝑋 + 𝑏) ∈ ℜ𝑛System 2𝑊𝑋 + 𝑏 ∈ ℜ𝑛



Backpropagation Algorithm - remind

System𝑋 ∈ ℜ𝑚 𝑌 = 𝐹(𝑋) ∈ ℜ𝑛

System
𝜕𝐿

𝜕𝑌
∈ ℜ𝑛𝜕𝐿

𝜕𝑋
∈ ℜ𝑚

𝜕𝐿

𝜕𝑊

Forward pass:

Backward pass:



Back Propagation as a 

matrix multiplication



𝑌 = 𝑊𝑋+ 𝑏 case

𝑋 ∈ ℜ𝑚 𝑌 = 𝑊𝑋 + 𝑏 ∈ ℜ𝑛𝑊
multiplication

𝜕𝐿

𝜕𝑋

⊤

∈ ℜ𝑚
𝜕𝐿

𝜕𝑌

⊤

∈ ℜ𝑛
𝑊𝑇

multiplication

Forward pass:

Backward pass:

𝜕𝐿

𝜕𝑊
∈ ℜ𝑚×𝑛

𝜕𝐿

𝜕𝑌
∈ ℜ𝑛𝑋

multiplication

𝜕𝐿

𝜕𝑏
=
𝜕𝐿

𝜕𝑌
∈ ℜ𝑛



Intuitive derivation

• Want to find: Δ𝐿 ≃
𝝏𝑳

𝝏𝑿
Δ𝑋

• We know

• Δ𝐿 ≃
𝜕𝐿

𝜕𝑌
Δ𝑌

• Δ𝑌 ≃
𝜕𝑌

𝜕𝑋
Δ𝑋 = 𝑊Δ𝑋

• Hence, 

• Δ𝐿 ≃
𝜕𝐿

𝜕𝑌
Δ𝑌 =

𝜕𝐿

𝜕𝑌
𝑊Δ𝑋

• Finally, putting them all together, 

•
𝜕𝐿

𝜕𝑋
=

𝜕𝐿

𝜕𝑌
𝑊

•
𝜕𝐿

𝜕𝑋

⊤
= 𝑊⊤ 𝜕𝐿

𝜕𝑌

⊤



Intuitive derivation

• Want to find: Δ𝐿 ≃ tr
𝝏𝑳

𝝏𝑾
Δ𝑊

• We know

• Δ𝐿 ≃
𝜕𝐿

𝜕𝑌
Δ𝑌

• Δ𝑌 ≃ ΔW𝑋

• Hence, 

• Δ𝐿 ≃
𝜕𝐿

𝜕𝑌
Δ𝑌 =

𝜕𝐿

𝜕𝑌
Δ𝑊𝑋 = tr

𝜕𝐿

𝜕𝑌
Δ𝑊𝑋 = tr 𝑋

𝜕𝐿

𝜕𝑌
Δ𝑊

• Finally, putting them all together, 

•
𝜕𝐿

𝜕𝑊
= 𝑋

𝜕𝐿

𝜕𝑌

•
𝜕𝐿

𝜕𝑊

⊤
=

𝜕𝐿

𝜕𝑌

⊤
𝑋⊤



𝑌 = 𝜙(𝑋) case

𝑋 =

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥𝑚

∈ ℜ𝑚 𝑌 = 𝜙 𝑋 =

𝜙(𝑥1)
𝜙(𝑥2)
⋮
⋮

𝜙(𝑥𝑚)

∈ ℜ𝑚𝑊
multiplication

𝜕𝐿

𝜕𝑋

⊤

∈ ℜ𝑚
𝜕𝐿

𝜕𝑌

⊤

∈ ℜ𝑚
𝑊𝑇

multiplication

Forward pass:

Backward pass:

𝜕𝐿

𝜕𝑋

⊤

=

𝜙′(𝑥1)
𝜕𝐿

𝜕𝑦1

𝜙′(𝑥2)
𝜕𝐿

𝜕𝑦2
⋮
⋮

𝜙′(𝑥𝑚)
𝜕𝐿

𝜕𝑦𝑚

∈ ℜ𝑚



Back Propagation as a 

Convolution operation



Backpropagation in Conv. layer

• Idea

• To represent a convolution layer with a matrix multiplication 

• Taking a matrix transpose yields the backpropagation algorithm for the 

convolution layer



𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

𝑤11 𝑤12 𝑤13

𝑤21 𝑤22 𝑤23

𝑤31 𝑤32 𝑤33

∗
𝛼 𝛽 𝛾

𝛿 𝜖 𝜁

𝜂 𝜃 𝜅

=Forward pass:



Backward pass as a matrix mult.



Backward pass as a convolution

𝑔11 𝑔12 𝑔13

𝑔21 𝑔22 𝑔23

𝑔31 𝑔32 𝑔33

∗

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

=

𝜕𝐿

𝜕𝑎

𝜕𝐿

𝜕𝑏

𝜕𝐿

𝜕𝑐

𝜕𝐿

𝜕𝑑

𝜕𝐿

𝜕𝑒

𝜕𝐿

𝜕𝑓

𝜕𝐿

𝜕𝑔

𝜕𝐿

𝜕ℎ

𝜕𝐿

𝜕𝑖





Just another convolution!

𝑤33 𝑤32 𝑤31

𝑤23 𝑤22 𝑤21

𝑤13 𝑤12 𝑤11

∗

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

=

𝜕𝐿

𝜕𝑎

𝜕𝐿

𝜕𝑏

𝜕𝐿

𝜕𝑐

𝜕𝐿

𝜕𝑑

𝜕𝐿

𝜕𝑒

𝜕𝐿

𝜕𝑓

𝜕𝐿

𝜕𝑔

𝜕𝐿

𝜕ℎ

𝜕𝐿

𝜕𝑖



Weight Update



Weight update – basic math

• 𝑀𝑛𝑒𝑤 = 𝑀𝑜𝑙𝑑 − 𝜇
𝜕𝐿

𝜕𝑀

⊤

• 𝜇: learning rate



Matrix representation

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

𝑤11 𝑤12 𝑤13

𝑤21 𝑤22 𝑤23

𝑤31 𝑤32 𝑤33

∗
𝛼 𝛽 𝛾

𝛿 𝜖 𝜁

𝜂 𝜃 𝜅

=

𝑌 = = 𝑄𝑀

Note that



Weight update

•
𝜕𝐿

𝜕𝑀

⊤
= 𝑄⊤ ×

𝜕𝐿

𝜕𝑌

⊤



0 0 0 0 0

0 𝑎 𝑏 𝑐 0

0 𝑑 𝑒 𝑓 0

0 𝑔 ℎ 𝑖 0

0 0 0 0 0

×

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

𝜕𝐿

𝜕𝑤11

𝜕𝐿

𝜕𝑤12

𝜕𝐿

𝜕𝑤13

𝜕𝐿

𝜕𝑤21

𝜕𝐿

𝜕𝑤22

𝜕𝐿

𝜕𝑤23

𝜕𝐿

𝜕𝑤31

𝜕𝐿

𝜕𝑤32

𝜕𝐿

𝜕𝑤33

=

0 0 0 0 0

0 𝑎 𝑏 𝑐 0

0 𝑑 𝑒 𝑓 0

0 𝑔 ℎ 𝑖 0

0 0 0 0 0

×

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

𝜕𝐿

𝜕𝑤11

𝜕𝐿

𝜕𝑤12

𝜕𝐿

𝜕𝑤13

𝜕𝐿

𝜕𝑤21

𝜕𝐿

𝜕𝑤22

𝜕𝐿

𝜕𝑤23

𝜕𝐿

𝜕𝑤31

𝜕𝐿

𝜕𝑤32

𝜕𝐿

𝜕𝑤33

=

0 0 0 0 0

0 𝑎 𝑏 𝑐 0

0 𝑑 𝑒 𝑓 0

0 𝑔 ℎ 𝑖 0

0 0 0 0 0

×

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

𝜕𝐿

𝜕𝑤11

𝜕𝐿

𝜕𝑤12

𝜕𝐿

𝜕𝑤13

𝜕𝐿

𝜕𝑤21

𝜕𝐿

𝜕𝑤22

𝜕𝐿

𝜕𝑤23

𝜕𝐿

𝜕𝑤31

𝜕𝐿

𝜕𝑤32

𝜕𝐿

𝜕𝑤33

=



0 0 0 0 0

0 𝑎 𝑏 𝑐 0

0 𝑑 𝑒 𝑓 0

0 𝑔 ℎ 𝐼 0

0 0 0 0 0

×

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

𝜕𝐿

𝜕𝑤11

𝜕𝐿

𝜕𝑤12

𝜕𝐿

𝜕𝑤13

𝜕𝐿

𝜕𝑤21

𝜕𝐿

𝜕𝑤22

𝜕𝐿

𝜕𝑤23

𝜕𝐿

𝜕𝑤31

𝜕𝐿

𝜕𝑤32

𝜕𝐿

𝜕𝑤33

=

0 0 0 0 0

0 𝑎 𝑏 𝑐 0

0 𝑑 𝑒 𝑓 0

0 𝑔 ℎ 𝐼 0

0 0 0 0 0

×

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

𝜕𝐿

𝜕𝑤11

𝜕𝐿

𝜕𝑤12

𝜕𝐿

𝜕𝑤13

𝜕𝐿

𝜕𝑤21

𝜕𝐿

𝜕𝑤22

𝜕𝐿

𝜕𝑤23

𝜕𝐿

𝜕𝑤31

𝜕𝐿

𝜕𝑤32

𝜕𝐿

𝜕𝑤33

=

0 0 0 0 0

0 𝑎 𝑏 𝑐 0

0 𝑑 𝑒 𝑓 0

0 𝑔 ℎ 𝐼 0

0 0 0 0 0

×

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

𝜕𝐿

𝜕𝑤11

𝜕𝐿

𝜕𝑤12

𝜕𝐿

𝜕𝑤13

𝜕𝐿

𝜕𝑤21

𝜕𝐿

𝜕𝑤22

𝜕𝐿

𝜕𝑤23

𝜕𝐿

𝜕𝑤31

𝜕𝐿

𝜕𝑤32

𝜕𝐿

𝜕𝑤33

=



0 0 0 0 0

0 𝑎 𝑏 𝑐 0

0 𝑑 𝑒 𝑓 0

0 𝑔 ℎ 𝑖 0

0 0 0 0 0

×

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

𝜕𝐿

𝜕𝑤11

𝜕𝐿

𝜕𝑤12

𝜕𝐿

𝜕𝑤13

𝜕𝐿

𝜕𝑤21

𝜕𝐿

𝜕𝑤22

𝜕𝐿

𝜕𝑤23

𝜕𝐿

𝜕𝑤31

𝜕𝐿

𝜕𝑤32

𝜕𝐿

𝜕𝑤33

=

0 0 0 0 0

0 𝑎 𝑏 𝑐 0

0 𝑑 𝑒 𝑓 0

0 𝑔 ℎ 𝑖 0

0 0 0 0 0

×

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

𝜕𝐿

𝜕𝑤11

𝜕𝐿

𝜕𝑤12

𝜕𝐿

𝜕𝑤13

𝜕𝐿

𝜕𝑤21

𝜕𝐿

𝜕𝑤22

𝜕𝐿

𝜕𝑤23

𝜕𝐿

𝜕𝑤31

𝜕𝐿

𝜕𝑤32

𝜕𝐿

𝜕𝑤33

=

0 0 0 0 0

0 𝑎 𝑏 𝑐 0

0 𝑑 𝑒 𝑓 0

0 𝑔 ℎ 𝑖 0

0 0 0 0 0

×

𝜕𝐿

𝜕𝛼

𝜕𝐿

𝜕𝛽

𝜕𝐿

𝜕𝛾

𝜕𝐿

𝜕𝛿

𝜕𝐿

𝜕𝜖

𝜕𝐿

𝜕𝜁

𝜕𝐿

𝜕𝜂

𝜕𝐿

𝜕𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜅

𝜕𝐿

𝜕𝑤11

𝜕𝐿

𝜕𝑤12

𝜕𝐿

𝜕𝑤13

𝜕𝐿

𝜕𝑤21

𝜕𝐿

𝜕𝑤22

𝜕𝐿

𝜕𝑤23

𝜕𝐿

𝜕𝑤31

𝜕𝐿

𝜕𝑤32

𝜕𝐿

𝜕𝑤33

=



Summary



Summary

• Forward pass: convolution

• Backward pass: (transposed) convolution

• Weight update:

• (Large-size) convolution



Multi-channel cases



Convolution

• 𝑓:  input channels

• 𝑓′: output channels

• 𝑆: minibatch

Forward pass:

Backward pass:

Weight update:

⋆: 𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠 − 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛



FW, BW and Weight updates at a glance

Forward



FW, BW and Weight updates at a glance

Backward

𝑋2

𝑌1

𝜕𝐿

𝜕𝑌1𝜕𝐿

𝜕𝑋1

Forward

𝑋1

𝑋3

𝑌2
𝑌3
𝑌4

𝜕𝐿

𝜕𝑋2
𝜕𝐿

𝜕𝑋3

𝜕𝐿

𝜕𝑌2
𝜕𝐿

𝜕𝑌3
𝜕𝐿

𝜕𝑌4

𝑌5

𝜕𝐿

𝜕𝑌5



FW, BW and Weight updates at a glance

Forward

Backward



FW, BW and Weight updates

Forward

Backward

Weight updates



Backups



Weight update – intuitive derivation

• Want to find: Δ𝐿 ≃
𝜕𝐿

𝜕𝑀
Δ𝑀

• We know

• Δ𝐿 ≃
𝜕𝐿

𝜕𝑌
Δ𝑌

• Δ𝑌 ≃
𝜕𝑌

𝜕𝑀
Δ𝑀 = 𝑄ΔM

• Hence, 

• Δ𝐿 ≃
𝜕𝐿

𝜕𝑌
Δ𝑌 =

𝜕𝐿

𝜕𝑌
𝑄Δ𝑀

• Finally, we have 

•
𝜕𝐿

𝜕𝑀
=

𝜕𝐿

𝜕𝑌
𝑄

•
𝜕𝐿

𝜕𝑀

⊤
= 𝑄⊤ ×

𝜕𝐿

𝜕𝑌

⊤



Differentiation

• First order approximation of a system

System𝑋 ∈ ℜ𝑚 𝑌 = 𝐹(𝑋) ∈ ℜ𝑚

Δ𝑌 ≃ Δ𝑋

Jacobian, 𝐽𝐹, 
𝜕𝑌

𝜕𝑋
, ….


